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В статье изучены вопросы разрешимости для одного класса операторно-
дифференциальных уравнений третьего порядка с кратной характеристикой на всей 
оси. В пространстве типа Соболева ( )HRW ;3

2  определены условия, обеспечивающие 
корректную и однозначную разрешимость исследуемого уравнения, которые выраже-
ны лишь его операторными коэффициентами. 
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Рассмотрим в сепарабельном гильбертовом пространстве H  по-

линомиальный операторный пучок 
( ) ( )( ) 321

22 AAAAEAEP +++++−= λλλλλ ,                                (1) 
где E  - единичный оператор, A  - самосопряженный положительно-опре-
деленный оператор, а 321 ,, AAA  - линейные, вообще говоря, неограничен-
ные операторы. С этим полиномиальным пучком свяжем уравнение 

( ) ( ) ( )tftudtdP =/                                                      (2) 
в пространстве ( )HRL ;2 , причем под ( )HRL ;2  (см. [1]) понимаем гиль-
бертово пространство всех вектор-функций, определенных в ( )+∞∞−= ,R  
со значениями в H , которые имеют конечную норму 

( )

2
1

2

;
)(

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫

∞+

∞−

dttff
HHRL

. 

Теперь же введем следующее множество: 
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Это множество, снабженное нормой 

( )
( )

( )

2
1

2

;

3
2

;
3

3

; 2
2

3
2 ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=

HRL
HRL

HRW
uA

dt
udu , 

становится гильбертовым пространством [2]. 
 Определение 1. Если при ( ) ( )HRLtf ;2∈  существует вектор-
функция ( ) ( )HRWtu ;3

2∈ , удовлетворяющая уравнению (2) почти всюду, 
то ее будем называть регулярным решением уравнения (2). 
 Определение 2. Если при любом  ( ) ( )HRLtf ;2∈  существует ре-
гулярное решение ( )tu  уравнения (2), причем имеет место неравенство 

( ) ( )HRLHRW
fconstu

;; 2
3

2
≤ , 

то уравнение (2) будем называть регулярно разрешимым. 
В данной работе получены условия регулярной разрешимости 

уравнения (2). Эти условия выражены через операторные коэффициенты 
полиномиального пучка (1). Отметим, что вопросы разрешимости на бес-
конечных интервалах детально изучены для операторно-дифференциаль-
ных уравнений высокого четного порядка. Среди этих работ можно вы-
делить статьи М.Г.Гасымова, А.Г.Костюченко и М.Б.Оразова, М.Л.Гор-
бачука, А.А.Шкаликова, С.С.Мирзоева и др. В частности, для уравнений 
четвертого порядка следует отметить, например, работы [3], [4]. В работе 
[3] изучены и операторно-дифференциальные уравнения третьего поряд-
ка. Но в нашем случае главная часть уравнения имеет кратную характе-
ристику. Этот фактор является принципиальной разницей от ранее ис-
следованных операторно-дифференциальных уравнений нечетного по-
рядка. Регулярная разрешимость на всей оси для операторно-диффе-
ренциальных уравнений четвертого порядка с кратной характеристикой 
изучена в работах [5]-[7].  

Введем следующие обозначения. Обозначим через 0Ρ  и 1Ρ  опера-
торы, действующие из пространства ( )HRW ;3

2  в ( )HRL ;2 , следующим 
образом: 
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Теорема 1. Оператор 0Ρ  изоморфно отображает пространство 
( )HRW ;3

2  на ( )HRL ;2 . 
Доказательство. Принимая во внимание теорему о промежуточ-
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ных производных [2], легко доказывается, что оператор 0Ρ  ограниченно 
действует из ( )HRW ;3

2  в ( )HRL ;2 . Далее же, используя преобразование 
Фурье, из уравнения ( ) ( )tftu =Ρ0 , ( ) ( )HRLtf ;2∈ , ( ) ( )HRWtu ;3

2∈ , полу-
чаем 

( )( ) ( ) ( )ξξξξ fuAEiAEi ~~2 =++− , 
где ( )ξu~ , ( )ξf~  - преобразования Фурье функций ( )tu , ( )tf , соответст-

венно. Как ясно становится, операторный пучок ( )( )2AEiAEi ++− ξξ  об-
ратим и, поэтому, 

                    ( ) ( ) ( ) ( )ξξξξ fAEiAEiu ~~ 12 −− +−+= .                                (3) 
Таким образом, 
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Теперь покажем, что ( ) ( )HRWtu ;3
2∈ . Если использовать равенство Пар-

севаля и учесть (3), то получаем 
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Далее, из спектрального разложения оператора A  (под обозначением 
( )Aσ  будем понимать спектр оператора A ) при R∈ξ  имеем 
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Если же учесть (5) и (6) в (4), то получим 
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( ) ( )
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Следовательно, ( ) ( )HRWtu ;3
2∈ . Завершаем доказательство теоремы, 

приняв во внимание теорему Банаха об обратном операторе. 
Теорема 2. Пусть операторы j

j AA − , 1, 2, 3j = , ограничены в H . 

Тогда оператор 1Ρ  ограниченно действует из пространства ( )HRW ;3
2  в 

( )HRL ;2 . 
Доказательство. Поскольку ( ) ( )HRWtu ;3

2∈ , то применяя теорему 
о промежуточных производных [2], имеем 
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Теорема доказана. 
Теорема 1 показывает, что норма ( )HRL

u
;0

2
Ρ  эквивалентна в пространстве 

( )HRW ;3
2  исходной норме ( )HRW

u
;3

2
. Поэтому по теореме о промежуточных про-

изводных [2] конечны числа 
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Перейдем к оценке этих величин. 

Теорема 3. jj an ≤ , 3,2,1=j , где 
33

2
21 == aa , 13 =a . 

Доказательство. Полагая ( ) ( )tftu =Ρ0  и воспользовавшись пре-
образованием Фурье, получим 
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Далее, принимая во внимание спектральное разложение оператора A , 
оценим при R∈ξ  следующие нормы: 
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Учитывая (8) в (7), имеем 
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которые эквивалентны, в свою очередь, неравенствам 
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Теорема доказана. 
 Проведенные исследования позволяют сформулировать основную 
теорему настоящей статьи, а именно, указать достаточные условия регул-
ярной разрешимости уравнения (2). 

Теорема 4. Пусть операторы j
j AA − , 1, 2, 3j = , ограничены в H  

и выполняется неравенство ∑
=

→

− <
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j
jj AAa , где ja , 1, 2, 3j = , оп-

ределяются в теореме 3. Тогда уравнение (2) регулярно разрешимо. 
Доказательство. Ясно, что уравнение (2) можно написать в виде 

( ) ( ) ( )tftutu =Ρ+Ρ 10 ,                                               (9) 
где ( ) ( )HRLtf ;2∈ , ( ) ( )HRWtu ;3

2∈ . У оператора 0Ρ , в силу теоремы 1, 
существует ограниченный обратный 1

0
−Ρ , который действует из ( )HRL ;2  

на ( )HRW ;3
2 . Тогда после замены ( ) ( )tvtu =Ρ0  уравнение (9) перепишется 

в виде 
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01 . 
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Следовательно, 
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Таким образом, оператор 1
01
−ΡΡ+E  обратим в пространстве ( )HRL ;2  и, 

значит, ( )tu  можно определить формулой ( ) ( ) ( )tfEtu 11
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Теорема доказана. 
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BİR SİNİF TƏKRARLANAN XARAKTERİSTİKAYA MALİK ÜÇTƏRTİBLİ 

OPERATOR-DİFERENSİAL TƏNLİKLƏRİN HƏLL OLUNMASI HAQQINDA 
 

A.L.ELBABLİ 
 

XÜLASƏ 
 

Məqalədə bütün oxda bir sinif təkrarlanan xarakteristikaya malik üçtərtibli operator-
diferensial tənliklərin həll olunma məsələsi öyrənilmişdir. ( )3

2 ;W R H  Sobolev tipli fəzada 
tədqiq olunan tənliyin korrekt və birqiymətli həll olunmasını təmin edən, yalnız onun operator 
əmsalları ilə ifadə olunan şərtlər müəyyən edilmişdir. 

 
Açar sözlər: operator-diferensial tənlik, təkrarlanan xarakteristika, öz-özünə qoşma 

operator, Hilbert fəzası, requlyar həll olunma. 
 

SOLVABILITY FOR A CLASS OF OPERATOR-DIFFERENTIAL EQUATIONS  
OF THE THIRD ORDER WITH MULTIPLE CHARACTERISTICS 

 
A.L.ELBABLY 

 
SUMMARY 

 
The article studies the solvability for a class of operator-differential equations of the 

third order with multiple characteristics on the whole axis. In the space ( )3

2 ;W R H of Sobolev 
type, conditions that ensure the correct and unique solvability of the considered equation, 
which are expressed only by its operator coefficients are determined. 

 
Key words: operator-differential equation, multiple characteristic, self-adjoint opera-

tor, Hilbert space, regular solvability. 
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